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Rozprawa doktorska mgr. inz. Damiana Trofimowicza dotyczy zastosowania po­
chodnych ulamkowego rz§du w elektromagnetyzmie i teorii obw'odow. Praca miesci si^ 
w dyscyplinie automatyka, elektronika, elektrotechnika i technologie kosmiczne, a jej 
zasadniczym przedmiotem jest ocena, ktore definicje pochodnej ulamkow’ej mog^ bye 
stosowane w modelowaniu ukladow elektromagnetycznych i obwodow elcktrycznych bez 
prowadzenia do sprzecznosci matematycznych lub interpretacyjnych.

1 Problem naukowy i teza rozprawy

Problem naukowy zostal sformulowany jasno i trafnio. Autor koncentriije si^ na teore- 
tyeznej poprawnosci stosowania pochodnej Marchaud, a w okreslonyni zakresie takze 
pochodnej Griinwalda-Letnikova, do opisu systemow elektromagnetycznych i obwodow 
elektrycznych opisanych w pochodnymi idamkowego rz^xlu. Teza pracy glosi, ze zastoso- 
wanie pochodnej ulamkowej w dziedzinie czasu opartej na definieji Marchaud zapewnia 
poprawnosc modelowania matematyeznego takich systemow.

Teza jest jednoznaezna i dobrze odpowiada zawartosci rozprawy. Autor w'yraznie 
ogranicza zakres pracy do analizy teoretyeznej, nie zas do eksperymentalnej walidacji 
model! materialowych. Jest to zaw^zenie uzasadnione w tym sensie, ze rozprawa wykazuje 
spojnosc przyj^tego formalizmu matematyeznego, iiatomiast nie przesf^dza o fizyeznej 
adekwatnosci model! ulamkowego rz^du wzgl^dem rzeczywistych osrodkow'.
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2 Rozwi^zanie problemu i zastosowane metody

Aulor w zasadiiiczyin zakresie roz\vi?iza} j)OSiawiony jDroljlem. Przeanalizowai najwaznicjsze 
definicje pocliodnych iilamkowych, w tym Rieriiaiiim-Liouville'a, CapiitO; Lioiivillc’a, 
Liouville’a-Caputo, Marchaud oraz Griimvalda-Letnikova. a nastgpnie ocenil je z punktu 
widzenia w^nnagan elektromagnetyzmn i teorii obwodow. Za kiuczowe kryteria przyj^il 
m.in. liniowosc, wlasnosc polgriipy, poi^rawne zachowanie fimkcji st;alej oraz naturalrui 
reprezeiitowalnosc w dziedzinie fazorow.

Istotnym eleinentein arguineiitacji jest wykazanie. ze niespehiieiiie wlasnosci pol- 
grupy moze prowadzic do niespojnosci iniQdzy opisein w dziedzinie czasu i opisein w 
dziedzinie czQstotliwosci. Jest to moony argument na rzecz \vyborii takicli definicji ])Ochod- 
nej ulamkowej, ktore zachowiiji^ skladanie operatorow \v sposoi) analogicziiy do klasycznego 

rachunku rozniczkowego.

Dobor metod nalezy iiznac za wlasciw^^ dla rozprawy teoretyczno-obliczeniowej. 
Autor wykorzystiije analiz(j matematyczn^. rownania Maxwella. opis w przestrzeni stanu, 
teori^ obwodow. analizQ fazorowj^p metody FDTD i CN-FDTD oraz algorytm GRPF do 
analizy stabilnosci. Praca pokazuje, ze autor potrafi identyfikowac problem badawezy, 
formulowac kryteria oceny, wyprowadzac inodcle, iiuplementowac metody nuineryczne i 
interpretowac wyniki.

Zastrzezenia budzi natomiast zakros weryfikaeji proponowanych metod. Autor 
porownuje wyniki metod wlasnych z metod^i refereiicyjn?)., wywodze^cii z tego samego 
nurtu badan i zwic^zan^ z pracami proniotora. Takie porownanie potwierdza zgodnosc 
numeryezn^ i poprawnosc implementacji w ramach przyjQtego formalizmu. ale nie stanowi 
niezaleznej walidacji fizyeznej. Metoda referencyjna opiera siQ bowiem na zblizonych 
zalozeniach i podobnych rownaniacli konstytutywiiyoh o ulamkowytn rz^dzie. Zgodnosc 
dwoch metod rozwi^izujjicych ten sam typ jn'oblemu matematyeznego nie dowodzi jcszcze, 
ze sam model poprawnie opisuje rzeczywiste zjawiska elektromagnetyczne.

3 Aktualnosc i znaezenie tematyki

Tematyka rozprawy jest aktualna i w'azna. Rachunek rozniczkow-o-calkowy ulamkow^ego 
rzQdu jest rozwnjany jako narz^dzie do 0]Disu ukladow- z pami(^citp dysj^ersjcp stratami i 
nielokalnoscifj.. W elektrotechnice i elektromagnetyziiiie ma to znaezenie m.in. dla inode- 
low^ania osrodkow dyspersyjnycli, matcrialow- zlozonych. linii transniisyjnych. elementow 
obw^odowych o nietypow'ej dynamicc oraz ukladow^ o parametrach rozproszonych. Autor 
dobrze uzasadnil te kw^estie w'e ..Wprow'adzeniu". staiiowdiicym pieiwvszy rozdzial rozprawy.

Aktualnosc pracy w'ynika takze z niejednoziiacznosci samego ])ojgcia j^ocliodneJ 
ulamkow'ej. W literaturze funkcjonuje wnele nierownowaznych definicji, a ich bezreflek-
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syjno uzycie moze prowadzic do modeli iiiespojnycli. Rozprawa podejinuje wi^c problem 
podstawowy dla dalszego stosowania rachimku ulamkowego w naukach elektrycznych.

4 Oryginalny dorobek aiitora

Oryginalny dorobek autora polega przode wszystkim na systematycznym okresleniu v-y- 
magan, jakie powinna spelniac pochodna ulamkowa stosowana w elektromagnetyzniie 
i teorii obwodow, oraz na wykazaiiiu, ze pochodna Marchaud spelnia te wymagaiiia. 
Waznym eleiiientem jest rowniez wskazanie relacji iiii^lzy defiiiicj^ Marchaud a definicj^ 
Griinwalda -Letnikova, co ma zriaczeiiio dla konstrukcji metod numerycznych.

Do istotiiych wynikow rozprawy nalezy zaliczyc krytyczne porownanie wybranych 
definicji pochodiiych ulamkowych, analiz^* roll wlasnosci polgriipy i rcprezentacji fazorowej, 
zastosowanie pochodnej Marchaud do rowiiah Maxwella, aiializ^ elcnientow obwodowych i 
linii transmisyjiiych ulamkowego rz^du, a takze rozwiiii^cie metod FDTD i CN-FDTD dla 
rozwazanych modeli. Autor wykorzystujc rowniez algorytm GRPF do badania stabilnosci, 
CO wzmacnia cz^ numerycznj| pracy.

Znaczenie poziiawcze rozprawy polega na uporz^idkowaniu podstaw teoretycznych 
stosowania pochodiiych ulamkowych w naukach elektrycznych. Znaczenie praktyczne wi^ze 
si§ z inozliwo^i^ budowy metod symulacyjnych dla ukladow' opisanych relacjami konsty- 
tutywnymi ulamkowego rz^u. Nalezy jednak zaznac?zyc, ze praktyczna przydatno^ tych 
modeli w>miagalaby dalszego potwierdzenia przez niezalezne porownania eksperymentalne 
lub materialowe.

Odnosz^c si§ do dcklarowanych przez autora najwazniejszych osi^gni^c rozprawy 
(strona 80), stwierdzam, ze s% one zasadiiiczo zgodnc z rzeczywistq zawartosci^ pracy, choc 
ich znaczenie nalezy interpretowac z uwzgl^dnieniem teoretyeznego charakteru rozprawy.

Autor jako glowne osi^gni^cia w'skazuje: okixislcnie warunkow aplikow'alnosci po­
chodnej Marchaud w elektromagnetyzniie i teorii obwodow, wyprowadzenie analitycznego 
rozwi^.ania rownah Maxwella w czasie ci^glym z uzycneni macierzy przejsc stanow', za- 
proponowanie uproszczeh funkcji macierzy Mittaga-Lefficra, przeprow'adzcnie symulacji 
propagaeji fali oraz implenientacj? melody GRPF do badania stabilnosci FDTD. a takze 
implementacj^' bezwzgl^dnie stabilnej metody CN-k'iyri) dla mediow opisanych relacjami 
konstytutywnyini z pochodnynii czasowymi ulamkowego rz^du .

1. Uznaj^ te punkty za uzasadnione, jednak za najwazniejsze osi^gni^cie poznawcze 
uznajQ pierwsze z nich, tj. sformulow^anie w^arimkow’ stosowalnosci pochodnej Mar­
chaud, co uzasadnilem wyzej.To ta kwestia bczposrednio wi^ze si^ z tez^ rozprawy i 
stanow'i jej zasadniezy wklad teoretyezny.

2. Wyprowadzenie analitycznego rozwi^zania rcjwnah Maxw'ella w czasie ci^glym w
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formalizmie przestrzeni stanow. jest wartosciowc, poniewaz przeiiosi aparat znany z 
teorii ukladow dynamicznych i sterovvania do ana.Iizy elektroinagnetyzinu ulamkowego 
rzQdu. Pozwala to uporzc^dkowac opis prol)leimi i budowac rozwij^zania w kategoriacli 
macierzy przejsc stanow. Nalezy jednak zaznaczyc, ze wynik ten obowit^zuje w ramacli 
przyj^tych relacji konstytntywnydi vdamkowego rz(^du i zalozeii modelowycli; nie 
jest sam w soI‘)ie walidacjfj; fizycznej poprawnosci t;ych relacji.

3. Trzecie wyniienione osi^iignigcie, dotycz^ce uproszczen funkcji macierzy Mittaga- 
Lefflera, ma istotne ziiaczenie obliczeniowe. Fiinkcja ta pojawia siQ natiiralnie w 
rozwii^zaniach ukladow ulamkowego rzgdu, Iccz jej obliczanie dla duzych macierzy 
jest kosztowne. Zaproponowane uproszczenia nalezy wi^c uznac za uzyteczny wklad 
praktyczny, zwlaszcza w koiitekscic symulacji duzych problernow elektromagnetycz- 
nych. Jediioczediie rozpra.wa moglai^y ]3clniej przedstawic ilosciow.^ aiializg zlozonosci 
obliczeniowej oraz ograniczeh skalowalnosci tych metod - odnioslem sig do tego w 
punkcie "Wady i slabe strony rozprawy".

4. Czwarte osic^gnigcie. obejimij^ice symulacje j^ropagacji fali oraz impleineiitacjg algo- 
rytrnu GR.PF do weryfikacji stabilnosci FDTD. jest wazne z puiiktu widzenia czgsci 
numerycznej rozpra\s^c GRPF pozwala analizowac polozenie j)ierwiastk6w rowna- 
nia charakterysWcznego i w ten sposob badac stabilnosc schematu numerycznego. 
Weryfikacja ta jest jednak ]>rzede wszystkim werylikacj<i stabilnosci i poprawno­
sci obliczeniowej w ramacli przyjgtego modelu. a nie niezaleznym potwierdzenieni 
fizycznej adekwatiiosci modelu ulamkowego.

5. Pif^-te osi^i;gnigcie. tj. imj^lementacja metody CN-FDTD dla mediow opisanych re- 
lacjami konstytutywnymi ulamkowego rzgdu, nalezy ocenic jako istotne z punktu 
widzenia techniki obliczeniowej. Rozszerzenie schematu Cranka-Nicolsona na rozpa- 
trywan^i klasg probleinow jest wartosciowe. poniewaz umozliwia obcjscie klasycznego 
ograniczenia stabilnosci metody FDTD. Rownoczesnie metoda ta jest bardziej zlo- 
zona implementacyjnie i obliczeniowo. j^oniewa.z wymaga rozwif:j,zywania ukladow 
rownah oraz obslugi pamigeiowego cliarakteru i.)Ochodnych ulamkowych.

Podsumowuje^c. deklarowarie przez autora osic^gnigeia Sc^ uzasadnione i dobrze 
koresponduj^ z tresci^l rozprawy. Najsilniejszy charakter ma wklad l;eoretyczny doty- 
cze^icy warunkow stosowalnosci pochodnej Marchaud oraz konsekwoiicji wlasnosci j)61grupy. 
Wklad aiialityczny i numerycziiy obejinuj^icy rozwi^^zania analitycziie, uproszczenia funkcji 
macierzy Mittaga-bcfflera, GR.PF i CN-FDTD. jest I'owniez wartosciowy, lecz jego znaeze- 
nie nalezy oceniac przede wszystkim w kategoriacli spojiiosci matcmalycznej, stabilnosci i 
efektywnosci obliczeniowej w ramacli przyjgtego formalizmu. Nie ziustgpuje on niezaleznej 
walidacji fizycznej modeli ulamkowego rzgdu na podsi;awic danych eksperymentahiych lub 
porownania z klasycznymi modelami dyspersyjnymi.
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5 Wiedza autora

Rozprawa swiaclczy o zaawansowanuj wicd'/_y autora. Autor sprawnie ]50shigujc si^ aparateni 
rachunku ulainkowego. teoriij rownau Maxwella. teori;\ oIdwocIow, o])iseiu w przestrzeni 
stanu. analiz}|. w dziedzinic czasii i czf’sl.otliwosci oraz inctodaini numcrycznymi stosowanyini 
w elektromagiietyzinie.

Wiedza ]:iodstawowa obejmujc klasyczny elektromagnetyzm. teori^ obwodow, uklady 
dynamiczne i motody roznic skonczoiiych. Wiedza szczogolowa dotyczy pocliodnydi Mar- 
diaud i Griinwalda-Letnikova, fuiikcji Mittaga-Lcfilera, iiictod FDTD i CN-FOTD. kryte- 
riow stabilnosci oraz modeli konstytutywnych idainkowego rzQdu. Zakres i sposob wykorzy- 
stania tej wiedzy ]:)Otwierdzajfi ])rzygotowanie autora do i^rowadzeiiia badan luuikowycli.

6 Znajomosc literatury

Autor wykazuje dobi'c^ znajomosc literatury dotycz^|,cej rachunku ulainkowego. elektro- 
inagnetyzinu ulainkowego rz(^du, toorii obwodow i inel;od nurnerycznych. Nawifizujc^c do 
l^ewnej specyficznej tradycji akademickiej. si<^ga wrgcz do starozytnosci! Korzysta ]:>rzy 
tym zarowno z klasycznych monografii. jak i z aktualnych artykulow naukowych. Pozy- 
tywnie nalezy ocenic krytyczny charakt,er tej analizy: antor nie tylko przywohije definicje 
pochodnych ulaiiikowycli. ale takze oceiiia ich przydatiiosc dla naiik elektrycznych.

Pewncgo uzupelnienia wymaga jednak odiiiesieuie do fourierowskiej. czyli spektral- 
nej definicji pocliodnej ulamkowej. Autor traktuje rolacj(,^

iujt iuL

jako jedn% z kluczowych wlasnosci ]iochodnej ulamkowej. wyniagaiui dla poprawnosci 
analizy fazorowej. W literaturze relacja ta bywa jednak rowniez punkteni wyjscia do 
definicji operatora, poprzez innoziiik Fouriera. nj). w jiostaci

[{■iprlip) :-1

jak u F. Bagarello. Fourier transforms, fractional derivatives, and. a little bit of quantum 
mechanics, Rocky Mountain Journal of MathemaUcs, 50(2). 415-429, 2020, wzor (2.2). 

Warto byloby szerzej oinowic relacjQ mi<jdzy takiin iiodejsciern a przyj<2tri w rozprawie 
konstrukcjii Marcliaud/Griinwald-Letnikov.

Brakuje rowniez szerszego odiiiesienia do klasycznych modeli dyspersyjuych materia- 
low, ktore moglyby stanowic zewngtrziiy punkt odniosieuia dla modeli ulainkowego rz(^du. 
Dotyczy to zwlaszcza modeli Debye’a. Drudego. Lorentza i Cole-Cole'a, znanych odpowied- 
nio z opisu relaksacji dielektrycznej, jirzewodnictwa swobodnych nodiikow, rezonansowej
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odpowiedzi zwi^zanych ladunkow i rozmytcgo widma czasow rclaksacji.

Modele IDebye’a. Drudego i Lorentza co i:)i’awda modelami calkowitego rz^du i 
prowadzq, do wymiernych funkcji czQstotliwosci, natomiast zaleznosci iilaiiikowe pojawiaj;^ 
sig naturalnie przy opisie raaterialow o szerokim lub ci^glyin rozkladzie czasow rclaksacji. 
Szczegolnie istotnym przykladein jest; model Cole-Cole’a. w ktorym klasyczny czloii 
Debye'a 1 + ja/r zostaje zastc^pioiiy przez 1 -\- (jwr)'"'^. Autor cytuje wprawdzie kilka 

prac Garrappy dotyczi^cych funkcji Mittaga-Lefflera i metod numerycznycii rachimku 
ulamkowego, jcdnak nie odnosi sig do literatury k^czi^coj modele nie-Debye’owskie, zupehifi 
monotonicznosc i relaksacjg dieleklaycznt^, rip. do j^racy: R. Garrappa. F. Maiiiardi, G. 
Maione. "Models of Dielectric Relaxation Based on Completely Monotone Functions'’, 
Fractional Calculus and Applied Analysis, vol. 1.9, no. 5, s. 1105-1160, 2016. Fakt. ze 
czlony bgd^ce odpowiednikieni pochodnych iilamkowych pojawiaji^ sig w niianowniku 
funkcji odpowiedzi materialowcj nie wyklucza moim zdaniem takiego ])or6wnania. o czyni 
posrednio swiadezy wzor (4.7) rozprawy. gdzie w miaiiowniku funkcji '0(jw) wystgpuje 
czlon (jw)^-f-a; cwentualna trudiiosc dotyezy raezej sposobu imjDleinentacji takiego modelu 

w schemacie czasowym niz samej inozliwosci uzyeia go jako j^unktu odniesienia.

Uwzglgdnienie tego kontekstu pozwoliloby lepiej okreslic, czy rozwazane w rozprawie 
modele ularnkowe stanowic^ fizyeznie uzasadniony oj^is dyspersji inatcrialowej, czy przede 
wszystkim foriiialne uogolnienie klasycznego modelowania.

7 Wady i slabe strony rozprawy

W rozprawie dostrzeglem nastgpujiice wady/slabe strony;

1. Najistotniejszym ograniczeiiiern rozprawy jest brak niezaleznej walidacji fizyeznej 
zapropoiiowanych modeli i inet.od. Pi’aca J30twierdza ich spojnosc w rainach przyjgtcgo 
formalizmu, ale nie wykazujo zgodnosci z wynikanii pomiarow ani z alternatywnyrni 
modelami materialowymi. Weryfikaeja j^rzez jjorownanie z metodi'i referencyjiic^ 
opart<^ na ]5odobnych zalozeiiiach ina charaktei’ wewiu^trzmodetowy.

2. Jak wsponiniano w punkeie poprzednim, pewiiym ograniczeniem jest brak szerszej 
dyskusji definieji fouricrowskiej pochodnej ulainkowej. Skoro jednyni z podstawowych 
wjunagail jest zachowanie funkcji harmoniczn.ycli w postaci

iwt

nalezaloby rozwazyc, dlaczego wlasnosc ta jest w rozprawie traktowana wyl^cznie 
jako kryterium selekcji definieji, a nie jako mozliwa dermieja operatora w dziedzinie 
czgstotliwosci.
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3. J3rak porownania z modelami Dcbye’a, Drudego, Lorentza czy Cole-Cole’a utrudnia 
ocen^ fizycznego zakresu stosowalnosci modeli ulanikowych.

4. Stosimkowo niewielka jest ilosciowa analiza kosztow obliczeniowych. Pochodne ularn- 
kowe niaj^ charakter i>amiQci()wy, co powodujc wzrost wymagan pami^ciowych i 
obliczeniowych. Pioblom ten jest zauwazony, ale moglby zostac omowiony szerzej, 
zwlaazcza w kontekscie praktycznej iinplenieiitacji metod FDTD i CN-FDTD.

5. Wskazane byloby jeszcze dokladniejsze w>’odr<^’biiienie indywidiialnego wkladu dok- 
toranta w prace wieloautorskie, zwlaszcza w zakresie wyprowadzeh matematycznych, 
iiuplementacji numerycznych i interpretacji rezultatow.

6. Rozprawa wymaga staranniejszej korekty redakcyjnej. W tekscie wystQpuj?| drobne 
literowki, up. „zauw'azyc” i „zyskaly” na s. 11, „stosowaliiosci” na s. 13, „teorii 
odwodow” iia s. 14, „trasmLsyjnoj” na s. IG, „Riemana-Liouville’a” na s. 22, „zefinio- 
wana” na s. 23 oraz „bezwzglediiic” na s. 78. Pojawiaj^ si? tez drobne niespojno^i 
terminologiczne, np. „fast Fourier transformation” zamiast standardowego „Fast 
Fourier Transform”. Uchybienia to nie wplywaji^, istotnie na ocen§ merytoryczn^, ale 
powinny zostac usuni^te przed upowszechnieiiiem rozprawy.

Konkluzja8

Rozprawa doktorska mgr. inz. Damiana Trofimowicza podejmuje aktualny i wazny problem 
naukowy. Autor wykazal si^ dobr^ znajomosci^ literatury, zaawansowanym aparatem 
materaatycznym oraz umiej^tnosci^ prowadzenia amiliz teoretycznych i numery'cznych. 
Teza pracy zostala jasno sformulowana i zasadniczo wykazana w deklarowaiiyiii zakresie, 
tj. w zakresie spojnosci matematycznej stosowania pochodnej Marchaud oraz powi^zanej z 
ni^ pochodnej Griinwalda Letnikova w elektromagnetyzmie i teorii obwodow.

Najwazniejsze zastrzezenia dotycz^ braku niezaleznej walidacji fizycznej, ogianiczo- 
nego odniesienia do klasycznych modeli dyspersyjnych oraz pomini^cia szerszej dyskusji 
definicji fourierowskiej pochodnej ulamkowej. Uwagi te ograniczaj^ sil^ wnioskow o prak­
tycznej przydatnosci proponowanych modeli. ale nie podwazaj^ wartosci rozpraw'y jako 
pracy teoretycznej.

W mojej ocenie rozprawa spelnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim. 
Stanowi oryginalne opracowanie problemu naukowego, swiadczy o zaawansowanej wiedzy 
autora i potwierdza jego umiej^tnosc samodzielnego prowadzenia pracy naukowej.

Pracy zaliczam do kategorii: d/ wyraznie wykraczaj^ca poza poziom przeciytny 
(spelniaj^ca wymagania z nadmiarem).
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