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Rozprawa doktorska mgr. inz. Damiana Trofimowicza dotyczy zastosowania po-
chodnych ultamkowego rzedu w elektromagnetyzmie i teorii obwodéw. Praca miesci si¢
w dyseyplinie automatyka, elektronika, elektrotechnika i technologie kosmiczne, a jej
zasadniczym przedmiotem jest ocena, ktére definicje pochodnej utamkowej moga by¢
stosowane w modelowaniu uktadow elektromagnetycznych i obwodéw elektrycznych bez

prowadzenia do sprzecznosci matematycznych lub interpretacyjnych.

1 Problem naukowy i teza rozprawy

Problem naukowy zostal sformutowany jasno i trafnie. Autor koncentruje si¢ na teore-
tycznej poprawnosci stosowania pochodnej Marchaud, a w okreS§lonym zakresie takze
pochodnej Griinwalda-Letnikova, do opisu systemoéw elektromagnetycznych i obwodéw
elektrycznych opisanych w pochodnymi utamkowego rzedu. Teza pracy glosi, ze zastoso-
wanie pochodnej utamkowej w dziedzinie czasu opartej na definicji Marchaud zapewnia
poprawnos¢ modelowania matematycznego takich systemow.

Teza jest jednoznaczna i dobrze odpowiada zawartosci rozprawy. Autor wyraznie
ogranicza zakres pracy do analizy teoretycznej, nie zas§ do eksperymentalnej walidacji
modeli materialowych. Jest to zawezenie uzasadnione w tym sensie, ze rozprawa wykazuje
sp6jnosé przyjetego formalizmu matematycznego, natomiast nie przesadza o fizycznej

adekwatno$ci modeli utamkowego rzedu wzgledem rzeczywistych osrodkéw.
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2 Rozwigzanie problemu i zastosowane metody

Autor w zasadniczym zakresie rozwigzal postawiony problem. Przeanalizowal najwazniejsze
definicje pochodnych uwlamkowych, w tym Riemanna-Liouville’a, Caputo, Liouville’a,
Liouville’a-Caputo, Marchaud oraz Grinwalda-Letnikova, a nastepnie ocenit je z punktu
widzenia wymagan elektromagnetyzmu i teorii obwoddw. Za kluczowe kryteria prayjal
m.in. liniowo$é, wlasno$§é poélgrupy, poprawne zachowanie funkeji statej oraz naturalng
reprezentowalno$é w dziedzinie fazoréw.

Istotnym elementem argumentacji jest wykazanie, ze niespelnienie wiasnoécei pél-
grupy moze prowadzi¢ do niespéjnosci migdzy opisem w dziedzinie czasu i opisem w
dziedzinie czestotliwodcei. Jest to moceny argument na rzecz wyboru takich definicji pochod-
nej ulamkowe;j, ktére zachowujy skladanie operatoréw w sposob analogicziy do klasycznego
rachunku rézniczkowego.

Dobér metod nalezy uznaé za wlasdciwy dla rozprawy teoretyczno-obliczeniowej.
Autor wykorzystuje analize matematyczng, réwnania Maxwella, opis w przestrzeni stanu,
teorig obwodéw, analize fazorows, metody FDTD i CN-FDTD oraz algorytm GRPF do
analizy stabilnosci. Praca pokazuje, ze autor potrafi identyfikowaé problem badawczy,
formutowaé kryteria oceny, wyprowadzaé¢ modele, implementowaé metody numeryczne i
interpretowa¢ wyniki.

Zastrzezenia budzi natomiast zakres weryfikacji proponowanych metod. Autor
poréwnuje wyniki metod wlasnych z metods referencyjng, wywodzacy sig z tego samego
nurtu badan i zwigzang z pracami promotora. Takie pordwnanie potwierdza zgodnosé
numeryczng i poprawno$é implementacji w ramach przyjetego formalizinu, ale nie stanowi
niezaleznej walidacji fizycznej. Metoda referencyjna opiera sig bowiemt na zblizonych
zalozZeniach i podobnych réwnaniach konstytutywnych o utamkowym rzedzie. Zgodnosé
dwdch metod rozwigzujgeych ten sam typ problemu matematycznego nie dowodzi jeszcze,

ze sam model poprawnie opisuje rzeczywiste zjawiska elektromagnetyczne.

3 Aktualnos¢ i znaczenie tematyki

Tematyka rozprawy jest aktualna i wazna. Rachunek rézniczkowo-catkowy utamkowego
rzedu jest rozwijany jako narzedzie do opisu ukladdw z pamiecig, dyspersja, stratami i
nielokalnoscig. W elektrotechnice i eiekéromagnetyzniie ma to znaczenie m.in. dla mode-
lowania osrodkéw dyspersyjnych, materialéw zlozonych, linii transmisyjnych, elementow
obwodowych o nietypowej dynamice oraz uktadéw o parametrach rozproszonych. Autor
dobrze uzasadnil te kwestie we ,,Wprowadzeniu®, stanowigcym pierwszy rozdziat rozprawy.

Aktualnosé pracy wynika takze z niejednoznacznosci samego pojecia pochodnej

utamkowej. W literaturze funkcjonuje wicle nieréwnowaznych definicji, a ich bezreflek-



syjne uzycie moze prowadzi¢ do modeli niespéjnych. Rozprawa podejmuje wiec problem

podstawowy dla dalszego stosowania rachunku utamkowego w naukach elektrycznych.

4 Oryginalny dorobek autora

Oryginalny dorobek autora polega przede wszystkim na systematycznym okresleniu wy-
magan, jakie powinna spelnia¢ pochodna utamkowa stosowana w elektromagnetyzmie
i teorii obwodéw, oraz na wykazaniu, ze pochodna Marchaud speilnia te wymagania.
Waznym elementem jest réwniez wskazanie relacji miedzy definicja Marchaud a definicja

Griinwalda-Letnikova, co ma znaczenie dla konstrukeji metod numerycznych.

Do istotnych wynikow rozprawy nalezy zaliczyé¢ krytyczne poréwnanie wybranych
definicji pochodnych utamkowych, analize roli wlasnosci polgrupy i reprezentacji fazorowe;j,
zastosowanie pochodnej Marchaud do réwnan Maxwella, analiz¢ elementéw obwodowych i
linii transmisyjnych utamkowego rzedu, a takze rozwiniecie metod FDTD i CN-FDTD dla
rozwazanych modeli. Autor wykorzystuje rowniez algorytm GRPF do badania stabilnosci,

co wzmacnia czeS¢ numeryczng pracy.

Znaczenie poznawcze rozprawy polega na uporzadkowaniu podstaw teoretycznych
stosowania pochodnych utamkowych w naukach elektrycznych. Znaczenie praktyczne wiaze
sie z mozliwoscig budowy metod symulacyjnych dla ukladéw opisanych relacjami konsty-
tutywnymi ulamkowego rzedu. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze praktyczna przydatnosé tych
modeli wymagalaby dalszego potwierdzenia przez niezalezne poréwnania eksperymentalne

lub materialowe.

Odnoszac sie do deklarowanych przez autora najwazniejszych osiagnig¢é rozprawy
(strona 80), stwierdzam, ze sa one zasadniczo zgodne z rzeczywistyg zawartoScia pracy, choé
ich znaczenie nalezy interpretowa¢ z uwzglednieniem teoretycznego charakteru rozprawy.

Autor jako gléwne osiggniecia wskazuje: okreSlenie warunkéw aplikowalnosci po-
chodnej Marchaud w elektromagnetyzmie i teorii obwodéw, wyprowadzenie analitycznego
rozwigzania rownan Maxwella w czasie ciaglym z uzyciem macierzy przejs¢ stanow, za-
proponowanie uproszczen funkcji macierzy Mittaga-Lefflera, przeprowadzenie symulacji
propagacji fali oraz implementacje metody GRPF do badania stabilnosci FDTD, a takze
implementacje bezwzglednie stabilnej metody CN-FDTD dla mediéw opisanych relacjami
konstytutywnymi z pochodnymi czasowymi ulamkowego rzedu .

1. Uznaje te punkty za uzasadnione, jednak za najwazniejsze osiagniecie poznawcze
uznaj¢ pierwsze z nich, tj. sformulowanie warunkéw stosowalnosei pochodnej Mar-
chaud, co uzasadnilem wyzej.To ta kwestia bezposrednio wigze si¢ z teza rozprawy i
stanowi jej zasadniczy wklad teoretyczny.

2. Wyprowadzenie analitycznego rozwiagzania réwnan Maxwella w czasie cigglym w
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formalizmie przestrzeni standw, jest wartoSciowe, poniewaz przenosi aparat znany z
teorii uktadéw dynamicznych i sterowania do analizy elektromagnetyzmu utamkowego
rzedu. Pozwala to uporzadkowaé opis problemu i budowaé rozwigzania w kategoriach
macierzy przej$é standéw. Nalezy jednak zaznaczyé, Ze wynik ten obowigzuje w ramach
przyjetych relacji konstytutywnych ulamkowego rzedu i zalozen modelowych; nie

jest sam w sobie walidacjg fizycznej poprawnosci tych relacji.

. Trzecie wymienione osiggniecie, dotyczace uproszczen funkcji macierzy Mittaga-

Lefflera, ma istotne znaczenie obliczeniowe. funkcja ta pojawia sig naturalnie w
rozwigzaniach ukladéw ulaimkowego rzedu, lecz jej obliczanie dla duzych macievzy
jest kosztowne. Zaproponowane uproszcezenia nalezy wiec uznaé za uzyteczny wklad
praktyczny, zwlaszcza w kontekscie symulacji duzych probleméw elektromagnetycz-
nych. Jednoczeénie rozprawa mogtaby pelniej przedstawié ilosciows analizg zlozonodci
obliczeniowej oraz ograniczen skalowalno$ci tych metod — odniostem sig do tego w

punkcie "Wady i stabe strony rozprawy™

Czwarte osiagniecie, obgjmujace symulacje propagacji fali oraz implementacjg algo-
rytmu GRPF do weryfikacji stabilnosci FDTD, jest wazne z punktu widzenia czgsci
numerycznej rozprawy. GRPF pozwala analizowaé polozenie pierwiastkéw réwna-
nia charakterystycznego i w ten sposéb badaé stabilnosé schematu numerycznego.
Weryfikacja ta jest jednak przede wszystkim weryfikacja stabilnosci i poprawno-
$ci obliczeniowe] w ramach przyjetego modelu, a nie niezaleznym potwierdzeniem

fizycznej adekwatnosei modelu utamkowego.

Pigte osiggnigcie, tj. implementacja metody CN-I'DTD dla mediéw opisanych re-
lacjami konstytutywnyimi ulamkowego rzedu, nalezy ocenié jako istotne z punktu
widzenia techniki obliczeniowej. Rozszerzenie schematu Cranka-Nicolsona na rozpa-
trywang klase probleméw jest wartodciowe, poniewaz umozliwia obejscie klasycznego
ograniczenia stabilnosci metody FDTD. Réwnocze$nie metoda la jest bardziej zlo-
zona implementacyjnie i obliczeniowo, poniewaz wymaga rozwigzywania ukladéw

réwnan oraz obstugi pamigciowego charakteru pochodnych utamkowych.

Podsumowujac, deklarowane przez autora osiggnigcia sy uzasadnione i dobrze

koresponduja z treécig rozprawy. Najsilniejszy charakter ma wklad teoretyczny doty-
czacy warunkéw stosowalnosci pochodnej Marchaud oraz konsekwencji wtasnosci péigrupy.
Wkiad analityczny i numeryczny obejmujacy rozwigzania analityczne, uproszczenia funkeji
macierzy Mittaga-Lefflera, GRPF i CN-FDTD, jest réwniez warto$ciowy, lecz jego znacze-
nie nalezy oceniaé przede wszystkim w kategoriach spdjnosci matematycznej, stabilnodci i
efektywnodci obliczeniowej w ramach przyjetego formalizinu. Nie zastepuje on niezaleznej
walidacji fizycznej modeli utamkowego rzedu na podstawic danych eksperymentalnych lub

poréwnania z klasycznymi modelami dyspersyjnymi.
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5 Wiedza autora

1

ROA})I&\\’I Swiadczy o zaawansowane] wiedzy autora. Autor sprawnie poshiguje si¢ aparatem
rachunku ulamkowego, teorig réownan Maxwella, teori obwodow, opisein w przestrzeni
stanu, analizg w dziedzinie czasu i cuestotliwosci oraz metodami numeryceznymi stosowanymi
w elekiromagnetyzmie.

Wiedza podstawowa obejmuje klasyczny elekiromagnetyzm, teorig obwodéw, uktady
dynamiczne i metody réznic skoficzonych. Wiedza szczegblowa dotyczy pochodnych Mar-
chaud i Grinwalda—-Letnikova, funkcji Mittaga~Lefilera, metod FDTD i CN-FDTD, kryte-
riéw stabilnosci oraz modeli konstytutywnych ulamkowego rzedu. Zakres i sposéb wykorzy-

stania tej wiedzy potwierdzaja przygotowanie autora do prowadzenia badan naukowych.

6 Znajomosé literatury

Autor wykazuje dobra znajomosé literatury dotyczacej rachunku utamkowego, elektro-
magnetyzmu utamkowego rzedu, teorii obwoddw i metod numerycznych. Nawigzujac do
pewnej specyficznej tradycji akademickiej, sigga wreez do starozytnosci! Korzysta przy
tym zaréwno z klasycznych monografii, jak i z aktualnych artykuléw naukowych. Pozy-
tywnie nalezy ocenié krytyvezny charakter tej analizy: autor nie tylko przywotuje definicje
pochodnych utamkowych, ale takze ocenia ich przydatuoéé dla nauk elektrycznych.
Pewnego uzupelnienia wymaga jednak odniesienie do fourierowskiej, czyli spektral-

nej definicji pochodnej utamkowej. Autor trakiuje relacje
I)nc_)wt (Jw)ae_]wt

jako jedna z kluczowych wlasnosci pochodnej utamkowej, wymagang dla poprawnosci
analizy fazorowej. W literaturze relacja ta bywa jednak réwniez punktem wyjscia do

definicji operatora poprzez mnoznik Fouriera, np. w postaci

D f(z) = " [Gp)* )]

jak u F. Bagarello, Fourier transforms, fractional derivatives, and o little bit of quantum
mechanics, Rocky Mountain Journal of Mathematics, 50(2), 415-429, 2020, wzdr (2.2).
Warto byloby szerzej omdwié relacje miedzy takim podejéciem a przyjetg w rozprawie
konstrukcja Marchaud/Griinwald-Letnikov.

Brakuje réowniez szerszego odniesienia do klasyczuych modeli dyspersyjnych materia-
1ow, ktore moglyby stanowié¢ zewngtrzny punkt odniesienia dla modeli ulamkowego rzedu.
Dotyczy to zwlaszcza modeli Debye’a, Drudego, Lorentza i Cole-Cole’a, znanych odpowied-

nio z opisu relaksacji dielektrycznej, przewodnictwa swobodnych no$nikéw, rezonansowe;j
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odpowiedzi zwigzanych ladunkdw i rozmytego widma czasdw relaksacji.

Modele Debye’a, Drudego i Lorentza sa co prawda modelami catkowitego rzgdu i
prowadzg do wymiernych funkcji czgstotliwosel, natomiast zaleznosci utammkowe pojawiajg
si¢g naturalnie przy opisie materialéw o szerokim lub cigglym rozkladuzie czaséw relaksacji.
Szczegblnie istotnym przyktadem jest model Cole-Cole’a, w ktérym klasyczny czlon
Debye’'a 1 + jwr zostaje zastapiony przez 1+ (jwr)'~¢. Autor cytuje wprawdzie kilka
prac Garrappy dotyczgcych funkeji Mittaga—Leflera i metod numerycznych rachunku
ulamkowego, jednak nie odnosi sig do literatury laczycej modele nie-Debye’owskie, zupeing
monotonicznoéé i relaksacje dielektryczng, np. do pracy: R. Garrappa, IF. Mainardi, G.
Maione, “Models of Dielectric Relaxation Based on Completely Monotone Functions”,
Fractional Calculus and Applied Analysis, vol. 19, no. 5, s. 1105-1160, 2016. Fakt, ze
czlony bedgce odpowiednikiem pochodnych utamkowych pojawiajg si¢ w mianowniku
funkeji odpowiedzi materialowej nie wyklucza moim zdaniem takiego poréwnania, o czym
poérednio $wiadezy wzér (4.7) rozprawy, gdzie w mianowniku funkeji ¥(jw) wystepuje
czton (jw)? + @; ewentualna trudnoéé dotyczy raczej sposobu implementacji takiego modelu
w schemacie ¢czasowym niz samej mozliwosci uzycia go jako punktu odniesienia.

Uwzglednienie tego kontekstu pozwolitoby lepiej okresli€, czy rozwazane w rozprawie
modele utamkowe stanowig fizycznie uzasadniony opis dyspersji materialowej, czy przede

wszystkim formalne uogdlnienie klasycznego modelowania.

7 Wady i stabe strony rozprawy
W rozprawie dosirzegtem nastepujace wady/stabe strony:

1. Najistotniejszym ograniczeniem rozprawy jest brak niezaleznej walidacji fizycznej
zaproponowanych modeli i inetod. Praca potwierdza ich spdjno$¢ w ramach przyjetego
formalizinu, ale nie wykazuje zgodno$ci z wynikami pomiaréw ani z alternatywnymi
modelami materialowymi. Weryfikacja przez pordéwnanie z metoda referencyjng

opartg na podobnych zalozeniach ma charakter wewnagtrzmodelowy.

2. Jak wspomniano w punkcie poprzednim, pewnym ograniczeniem jest brak szerszej
dyskusji definicji fourierowskiej pochodnej utamkowej. Skoro jednym z podstawowych

wymagal jest zachowanie funkcji harmonicznych w postaci
Dee“t = (jw)e™t,
nalezaloby rozwazyé, dlaczego wlasnoéé ta jest w rozprawie traktowana wytacznie

jako kryterium selekeji definicji, a nie jako mozliwa definicja operatora w dziedzinie

czestotliwodei.
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3. Brak poréwnania z modelami Debye’a, Drudego, Lorentza czy Cole-Cole’a utrudnia

oceng fizycznego zakresu stosowalnosci modeli utamkowych.

4. Stosunkowo niewielka jest ilo$ciowa analiza kosztéw obliczeniowych. Pochodne utam-
kowe maja charakter pamieciowy, co powoduje wzrost wymagan pamieciowych i
obliczeniowych. Problem ten jest zauwazony, ale mégltby zosta¢ oméwiony szerzej,
zwlaszeza w kontekscie praktycznej implementacji metod FDTD i CN-FDTD.

5. Wskazane bytoby jeszcze dokladniejsze wyodrebnienie indywidualnego wktadu dok-
toranta w prace wieloautorskie, zwtaszcza w zakresie wyprowadzen matematycznych,

implementacji numeryeznych i interpretacji rezultatéw.

6. Rozprawa wymaga staranniejszej korekty redakeyjnej. W tekscie wystepuja drobne
literowki, np. ,zauwazy¢” i ,zyskaly” na s. 11, ,stosowalnosci” na s. 13, ,teorii
odwodow” na s. 14, ,trasmisyjnej” na s. 16, ,Riemana-Liouville’a” na s. 22, | zefinio-
wana” na s. 23 oraz ,bezwzglednie” na s. 78. Pojawiajq si¢ tez drobne niespdjnosci
terminologiczne, np. ,fast Fourier transformation” zamiast standardowego , Fast
Fourier Transform”. Uchybienia te nie wplywajq istotnie na ocene merytoryczna, ale

powinny zostaé usuniete przed upowszechnieniem rozprawy.

8 Konkluzja

Rozprawa doktorska mgr. inz. Damiana Trofimowicza podejmuje aktualny i wazny problem
naukowy. Autor wykazal sie¢ dobrg znajomoscia literatury, zaawansowanym aparatem
matematycznym oraz umiejetnoscig prowadzenia analiz teoretycznych i numerycznych.
Teza pracy zostala jasno sformulowana i zasadniczo wykazana w deklarowanym zakresie,
tj. w zakresie spojnosci matematycznej stosowania pochodnej Marchaud oraz powiazanej z

nig pochodnej Griinwalda-Letnikova w elektromagnetyzmie i teorii obwodow.

Najwazniejsze zastrzezenia dotycza braku niezaleznej walidacji fizycznej, ograniczo-
nego odniesienia do klasycznych modeli dyspersyjnych oraz pominiecia szerszej dyskusji
definicji fourierowskiej pochodnej utamkowej. Uwagi te ograniczaja sile wnioskéw o prak-
tycznej przydatnosci proponowanych modeli, ale nie podwazaja wartosci rozprawy jako
pracy teoretyczne;j.

W mojej ocenie rozprawa spelnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim.
Stanowi oryginalne opracowanie problemu naukowego, §wiadczy o zaawansowanej wiedzy

autora i potwierdza jego umiejetno$¢ samodzielnego prowadzenia pracy naukowej.

Prace zaliczam do kategorii: d/ wyraznie wykraczajaca poza poziom przecigtny

sy okt

(spelniajaca wymagania z nadmiarem).



